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1.8 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  197 – 201 

A΄  Oµάδας 

1. 
Στα παρακάτω σχήµατα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις δύο συναρτήσεων.  Να 
βρείτε τα σηµεία στα οποία αυτές δεν είναι συνεχείς. 
 
                                                                          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
Λύση 
∆εν είναι συνεχής στο  οx = 1   αφού                     ∆εν είναι συνεχής  στο  οx = 1  

αφού 

x 1
lim
→ −

( )f x = 2 ≠
x 1+
lim
→

( )f x = −1                        
x 1
lim

→
( )f x = 2 ≠ ( )f 1  = 3 

Προσοχή,  στο  3,5  δεν ορίζεται                            Προσοχή,  στο  3  δεν ορίζεται 
 
 
 
2.i) 
Να µελετήσετε ως προς τη συνέχεια στο  οx   τη συνάρτηση    

( )f x  = 
2

3

x 4,   x  2

x      ,   x  2

 + <


≥
        αν  οx = 2 

Λύση 

x 2
lim

−→
( )f x = 22 + 4 = 8,           

x 2
lim

+→
( )f x = 32 = 8       και    f(2) = 32 = 8. 

Άρα   
x  2
lim
→

( )f x = f(2)   ⇒     f συνεχής στο  οx = 2 
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2.ii) 
Να µελετήσετε ως προς τη συνέχεια στο  οx   τη συνάρτηση    

( )f x  = 
2x 1 ,   x  1

3 x,   x  1

 + <


+ ≥
        αν  οx = 1 

Λύση 

x 1
lim
→ −

( )f x = 21 + 1 = 2,            
x 1+
lim
→

( )f x = 3 1+  = 2      και    f(1) = 3 1+  = 2  

  Άρα   
x 1
lim

→
( )f x = f(1)   ⇒     f συνεχής στο  οx = 1 

 
 
 
2.iii)  
Να µελετήσετε ως προς τη συνέχεια στο  οx   τη συνάρτηση    

( )f x  = 

2x x 2 ,   x 2
x 2

3            ,   x 2 

+ − ≠− +
− =−

        αν  οx = −2 

Λύση 

x 2
lim
→−

( )f x  =  
x 2
lim
→−

2x x 2
x 2
+ −
+

  

                   =  
x 2
lim
→−

(x 2)(x 1)
x 2

+ −
+

 =  
x 2
lim
→−

 (x – 1) = –2 – 1 = –3 = ( )f 2−  

Άρα   f συνεχής στο  οx = –2 
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3.i) 

Να µελετήσετε ως προς τη συνέχεια τη συνάρτηση   ( )f x  = 
22x ,     x 1

2  ,     x 1
x

 ≤


>

   

και  µετά να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 
Λύση 
Ο τύπος της συνάρτησης γράφεται     

 ( )f x  = 
22x ,           1  x  1

2 ,    x  1  ή  x  1
x


− ≤ ≤


< − >

 

Στο διάστηµα  (–1,  1)  είναι  ( )f x = 2 2x ,    

συνεχής σαν πολυωνυµική.   

Στα διαστήµατα   (–∞ ,  –1),  (1,  +∞ )   είναι  ( )f x = 2
x

  συνεχής σαν  ρητή. 

x 1
lim

−→−
( )f x = 

x 1
lim

−→−

2
x

 = 2
1−

 = –2  ≠  ( )f 1−  = 2(–1 2)  = 2 

Άρα  η f δεν είναι συνεχής στο  οx = –1 

x 1
lim
→ −

( )f x = 
x 1
lim
→ −

 (2 2x ) = 2⋅ 21  = 2,     
x 1+
lim
→

( )f x =
x 1+
lim
→

2
x

 = 2
1

 = 2,   ( )f 1−  = 2 

Άρα  f συνεχής στο  οx = 1 

 
 
 
3.ii) 

Να µελετήσετε ως προς τη συνέχεια τη συνάρτηση   ( )f x  = 

2x 5x 6   ,x 2
x 2

5                ,x 2

− + ≠ −


=

   

και  µετά να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 
Λύση 
Για  x ≠ 2,  ο τύπος της συνάρτησης γράφεται     

( )f x = (x 2)(x 3)
x 2

− −
−

 =  x – 3  

Στο  (–∞ ,  2)∪ (2,  +∞ )   είναι  ( )f x = x – 3,   

συνεχής σαν πολυωνυµική.   
 

x 2
lim
→

( )f x  = 
x 2
lim
→

( x – 3) = 2 – 3 = –1 ≠  ( )f 2 = 5 

Άρα  η f δεν είναι συνεχής στο  οx = 2 
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3.iii)  

Να µελετήσετε ως προς τη συνέχεια τη συνάρτηση   f(x) = 
x     ,  x  1

lnx  ,  x  1

 <


≥
   

και  µετά να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 
Λύση 
Στο διάστηµα  (–∞ ,  1)  είναι  ( )f x = x    

συνεχής σαν πολυωνυµική.   
 
Στο διάστηµα  (1,  +∞ )  είναι  ( )f x = lnx     

συνεχής σαν λογαριθµική 
 

x 1
lim
→ −

( )f x = 
x 1
lim
→ −

x = 1,     ( )f 1  = ln1= 0,        

x 1+
lim
→

( )f x =  
x 1+
lim
→

lnx  = ln1= 0 

Άρα  η f δεν είναι συνεχής στο  οx = 1 

 
 
 
3.iv) 

Να µελετήσετε ως προς τη συνέχεια τη συνάρτηση   ( )f x  =  
x

2

e           ,  x  0

x +1   ,  x  0

 ≤

− >

 

και  µετά να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 
Λύση 
Στο διάστηµα  (–∞ ,  0)  είναι  ( )f x = xe ,  συνεχής σαν εκθετική. 

Στο διάστηµα  (0,  +∞ )  είναι  ( )f x = – 2x + 1,  συνεχής  σαν πολυωνυµική. 

x 0
lim

−→
( )f x = 

x 0
lim

−→

xe = 0e  = 1 

x 0
lim

+→
( )f x = 

x 0
lim

+→
 (– 2x + 1) = 0 + 1 = 1     

( )f 0  = – 20 + 1  = 1    

Άρα  η f είναι συνεχής στο  οx = 0  
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4.i) 

Να µελετήσετε ως προς τη συνέχεια τη συνάρτηση   ( )f x  =  
22x 3   ,  x  1

x 1    ,  x  1
x 1


− ≤

 − >
 −

 

Λύση 

Στο διάστηµα  (1,  +∞ )  είναι  ( )f x = x 1
x 1
−
−

 =  
( )2 2x 1

x 1

−

−
  

                                                             = ( x 1)( x 1)
x 1

− +
−

 = x 1+   συνεχής. 

Στο διάστηµα  (  − ∞  , 1 )  είναι  ( )f x = 2 2x –3   συνεχής. 

x 1
lim
→ −

( )f x = 
x 1
lim
→ −

 (2 2x –3) = 2⋅ 21  –3  = –1 

x 1+
lim
→

( )f x =  
x 1+
lim
→

 ( x 1+ ) = 1 1+  = 2 

Άρα  η f δεν είναι συνεχής στο  οx = 1  

 
 
 
4.ii) 

Να µελετήσετε ως προς τη συνέχεια τη συνάρτηση   ( )f x  = 

ηµx      ,  x  0
x

    ,  x  0x

 <

συν ≥



   

και  µετά να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 

Λύση 

Στο διάστηµα  (–∞ ,  0)  είναι  ( )f x = x
x

ηµ ,   συνεχής σαν πηλίκο συνεχών. 

Στο διάστηµα  (0,  +∞ )  είναι  ( )f x =  συνx,  συνεχής. 

x 0
lim

−→
( )f x = 

x 0
lim

−→

x
x

ηµ  = 1 

x 0
lim

+→
( )f x = 

x 0
lim

+→
συνx = συν0 = 1    και    ( )f 0  = συν0 = 1     

Άρα  f συνεχής στο  οx = 0 

 
 
5.i) 
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   ( )f x = ηµ(συνx)   είναι συνεχής. 
Λύση 
Πεδίο ορισµού το  ℝ . 
Η  f είναι  συνεχής  σαν σύνθεση των συνεχών   ηµx,   συνx 
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5.ii) 
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   ( )f x = ln ( 2x + x +1)  είναι συνεχής. 
Λύση 
∆ = 1 – 4 = –3 < 0    ⇒     2x + x +1 > 0   για κάθε  x∈ ℝ .   Άρα   fD = ℝ  

Η  f είναι  συνεχής  σαν σύνθεση των συνεχών   ln x,   2x + x +1 
 
 
5.iii)  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   ( )f x = ηµ ( )2
1

x 1+
  είναι συνεχής. 

Λύση 
Πεδίο ορισµού το  ℝ . 

Η  f είναι  συνεχής  σαν σύνθεση των  συνεχών συναρτήσεων   ηµx ,   2
1

x 1+
 

 
 
5.iv) 
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   ( )f x = xeηµ   είναι συνεχής. 
Λύση 
Πεδίο ορισµού το  ℝ . 

Η  f είναι  συνεχής  σαν σύνθεση των  συνεχών    xe ,   ηµx 
 
 
5.v) 
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   ( )f x = ln ( ln x )   είναι συνεχής. 
Λύση 
Πρέπει     ln x > 0   ⇔    ln x > ln 1   ⇔   x > 1. 
Εποµένως πεδίο ορισµού είναι το  διάστηµα  (1,  +∞ ) 
Η  f είναι  συνεχής  σαν σύνθεση των  συνεχών    ln x,   ln x 
 
 
6. 
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   ηµx – x + 1 = 0   έχει µία τουλάχιστον λύση στο 
διάστηµα  (0,  π) 
Λύση 
Θεωρούµε τη συνάρτηση   ( )f x = ηµx – x + 1,  η οποία είναι συνεχής στο  
διάστηµα  [0, π]   µε    
f(0)⋅f(π) = (ηµ0 – 0 + 1)( ηµπ – π + 1) = 1⋅ (1 – π) = 1 – π < 0. 
Κατά το θεώρηµα  Bolzano,    η εξίσωση  ( )f x  = 0,   

                                   δηλαδή  η εξίσωση   ηµx – x + 1 = 0   έχει µία τουλάχιστον 
                                                                                            λύση στο διάστηµα  (0,  π) 
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7. 
Για κάθε µία από τις παρακάτω πολυωνυµικές συναρτήσεις  f,  να βρείτε έναν 
ακέραιο  α  τέτοιον, ώστε στο διάστηµα  (α,  α +1)  η εξίσωση   ( )f x  = 0  να έχει µία  
τουλάχιστον  ρίζα. 
i)    ( )f x = 3x + x – 1                                         ii)     ( )f x = 5x + 2x + 1 

iii)  ( )f x = 4x + 2x – 4                                       iv)    ( )f x = – 3x + x + 2 

Λύση 
Οι συναρτήσεις  f είναι συνεχείς στο  ℝ  σαν πολυωνυµικές. 
Αναζητάµε κατάλληλη τιµή του  α,  ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη   
f(α)⋅f(α +1) < 0  του θεωρήµατος  Bolzano   
i) 
Είναι  f(0) = –1 < 0      και     f(0 +1) = f(1) =  1 + 1 – 1 = 1 > 0   άρα  α = 0 
ii) 
Είναι  f(0) = 1 > 0      και      f(–1) = –1 – 2 + 1 = –2 < 0     άρα  α = –1 
iii) 
Είναι  f(1) = 1 + 2 – 4 = –1 < 0    και      f(2) = 16 + 4 – 4 = 16 > 0   άρα   α = 1 
iv) 
Είναι  f(1) = –1 + 1 + 2 = 2 > 0    και     f(2) = –8 + 2 + 2 = – 4 < 0    άρα   α = 1 
 
 
 
8. 
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση    
α(x – µ)(x – ν) + β(x – λ)(x – ν) + γ((x – λ)(x – µ) = 0 ,  
όπου  α,  β,  γ > 0  και   λ < µ < ν,   έχει δύο ρίζες άνισες , µια στο διάστηµα  (λ,  µ)  
και µια στο  (µ,  ν). 
Λύση 
Θεωρούµε τη συνάρτηση   ( )f x = α(x – µ)(x – ν) + β(x – λ)(x – ν) + γ((x – λ)(x – µ) 

f συνεχής  στο  ℝ   (τριώνυµο αν κάνουµε τις πράξεις και διατάξουµε ως προς  x) 

f(λ) = α(λ– µ)(λ– ν) + 0 + 0 = α(λ– µ)(λ– ν) > 0  (1)  αφού  α > 0,  λ < µ  και  λ < ν 

f(µ) = 0 + β(µ – λ)(µ – ν) + 0 =  β(µ – λ)(µ – ν) < 0   (2) 
(1),  (2)   ⇒   f(λ) f(µ) < 0  

Κατά το θεώρηµα  Bolzano,  η εξίσωση  ( )f x  = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα  1x   

                                                                                   στο διάστηµα  (λ,  µ) 

Οµοίως, η εξίσωση  ( )f x  = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα  2x  στο διάστηµα  (µ,  ν) 

Επειδή, όµως,  η  ( )f x   είναι τριώνυµο,  έχει το πολύ δύο ρίζες, τις  1x ,  2x . 
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9.i) 
Να βρείτε το πρόσηµο της συνάρτησης  f  για όλες τις πραγµατικές τιµές του  x , όταν  

( )f x  = 3x + 2 2x – x – 2  

Λύση 
f συνεχής. 

( )f x = 2x  (x + 2) – (x + 2) = (x + 2)( 2x – 1) = (x + 2)(x – 1)(x + 1) 

Ρίζες :    –2 ,  –1 ,   1 
                                       Πίνακας προσήµου της  f 

∆ιάστηµα (−∞ ,  –2) (–2,  –1) (–1,  1) (1,  +∞ ) 

Αριθµός  οx         –3     –3/2      0       2 

( )οf x         –8       5/8    –2     12 

Πρόσηµο της  f         –        +     –       + 

 
 
 
 
9.ii) 
Να βρείτε το πρόσηµο της συνάρτησης  f  για όλες τις πραγµατικές τιµές του  x , όταν  

( )f x  = 4x – 9 2x  

Λύση 
f συνεχής. 

( )f x = 2x  ( 2x – 9) = 2x  (x – 3)(x + 3) 

Ρίζες :    –3 ,  0 ,  3   
                                Πίνακας προσήµου της  f 

∆ιάστηµα (−∞ ,  –3) (–3,  0) (0,  3) (3,  +∞ ) 
Αριθµός  οx        –4    –1     1      4 

( )οf x       112    –8   –8    112 

Πρόσηµο της  f       +     –    –      + 
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9.iii)  
Να βρείτε το πρόσηµο της συνάρτησης  f  για όλες τις πραγµατικές τιµές του  x , όταν  

( )f x  = εφx – 3 ,    x∈(–π,  π) 
Λύση 

f συνεχής στο    (–π,  –
2
π )∪ (– 

2
π ,  

2
π )∪ (

2
π ,  π) 

Ρίζες :      ( )f x  = 0     ⇔     εφx – 3  = 0      

                                              εφx = 3       ⇔     x = 
3
π     ή    x = –2

3
π     

                                         Πίνακας προσήµου της  f 

∆ιάστηµα ( )2,  
3
π−π −  ( )2 ,   

3 2
π π− −  ( ),   

2 3
π π−  ( ),   

3 2
π π  ( ),   

2
π π  

Αριθµός  οx        –3
4
π         –7

12
π         0      5

12
π      3

4
π  

( )οf x     –1– 3            2     – 3         2 –1– 3  
Πρόσηµο της  f         –           +        –        +      – 
 
 
 
9.iv) 
Να βρείτε το πρόσηµο της συνάρτησης  f  για όλες τις πραγµατικές τιµές του  x , όταν  

( )f x  = ηµx + συνx,    x∈[0,  2π] 
Λύση 
f συνεχής 
Ρίζες :      ( )f x  = 0     ⇔     ηµx + συνx = 0 

                                              ηµx = –συνx 

                                             x
x

ηµ
συν

= –1 

                                              εφx = –1    ⇔    x = 3
4
π    ή    x = 7

4
π     

                                         Πίνακας προσήµου της  f 

∆ιάστηµα )30,   
4
π


 ( )3 7,   

4 4
π π  (7 ,   2

4
π π


 

Αριθµός  οx         0         π       2π 

( )οf x         1       –1        1 

Πρόσηµο της  f        +        –        + 
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10.i) 
Να βρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης   ( )f x  = lnx –1 ,     x∈[1,  e] 

Λύση 
f συνεχής και γν. αύξουσα στο  [1,  e]. 
Άρα     f( [1,  e] ) = [ ( )f 1 ,  ( )f e ]  

Αλλά   f(1) = ln1–1 = 0 –1 = –1      και    ( )f e = lne– 1 = 1 –1 = 0 

Οπότε  f( [1,  e] ) = [–1,  0] 
 
 
 
10.ii) 
Να βρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης   ( )f x  = –x + 2 ,     x∈(0,  2) 

Λύση 
f συνεχής και γν. φθίνουσα στο   (0,  2). 

x 0
lim

+→
( )f x  = 

x 0
lim

+→
(–x + 2) = – 0 + 2 = 2 

x 2
lim

−→
( )f x  = 

x 2
lim

−→
 (– x + 2) = –2 + 2 = 0 

 
Άρα     f((0,  2))  = (0,  2) 
 
 
 
10.iii) 
Να βρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης   ( )f x  = 2ηµx + 1 ,    x∈ )π0,  

6



 

Λύση 

f συνεχής και γν. αύξουσα στο  )π0,  
6




. 

  ( )f 0 = 2ηµ0 + 1 = 1 

x
6

lim
−π→

( )f x  = ( )f
6
π  = 2ηµ

6
π  + 1 = 2⋅ 1

2
 + 1 = 2 

Άρα     f )( )π0,  
6




 = [ )1,  2   

 
 
10.iv) 
Να βρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης   ( )f x  = ex+ 1 ,    x∈(−∞ ,  0] 

Λύση 

f συνεχής και γν. αύξουσα στο  (−∞ ,  0) 
 
x
lim
→−∞

( )f x  = 
x
lim
→−∞

 (ex+ 1) = 0 + 1 = 1 

  ( )f 0  = e0+ 1 = 1 + 1 = 2 

Άρα   f((−∞ ,  0)) = (1,  2] 
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Β΄  Oµάδας 

1. 

Αν    ( )f x  =  
(x )(x )      ,  x  2

κx+5                 ,  x  2

 −κ +κ ≤


>
  ,     να προσδιορίσετε το  κ,  ώστε η   f να 

είναι συνεχής στο  οx = 2. 

Λύση 

f  συνεχής στο  οx = 2    ⇔    
x 2
lim

−→
( )f x  = 

x 2
lim

+→
( )f x  = f(2) 

                                                   
x 2
lim

−→
( 2x – 2κ ) = 

x 2
lim

+→
(κx + 5) = 22 – 2κ  

                                                    4 – 2κ = 2κ + 5 = 4 – 2κ  

                                                   2κ + 2κ + 1 = 0     ⇔   κ = –1 
 
 
2. 

Αν    ( )f x  = 
2 2x x 12  ,  x  1

5                   ,   x  1
x             ,  x  1

α +β − <
=

α +β >
  ,  να βρείτε τις τιµές των  α, β∈ℝ   για τις 

οποίες η  f να είναι συνεχής στο  οx = 1. 

Λύση 

f  συνεχής στο  οx = 1   ⇔    
x 1
lim

−→
( )f x  = 

x 1
lim

+→
( )f x  = f(1) 

                                                  
x 1
lim

−→
( 2α 2x + βx – 12) = 

x 1
lim

+→
(αx + β) = 5 

                                                  2α 21 + β⋅1 – 12  =  α⋅1 + β = 5 

                                                  2α + β –12 = 5      και     α + β = 5 

                                                  2α + β –12 = 5      και     β = 5 – α  
                                                  2α + 5 – α – 12 = 5   και     β = 5 – α  
                                                  2α – α – 12 = 0 
                                                   α = 4   ή    α = –3     και    β = 5 – α  

 •   Για   α = 4     έχουµε    β = 5 – 4 = 1 
 •   Για   α = –3   έχουµε    β = 5 +3  = 8 
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3. 
i)    Έστω µία συνάρτηση   f  η οποία να είναι συνεχής στο  οx = 0.  Να  βρείτε το     

      f(0) ,  αν για κάθε  x ∗∈ℝ   ισχύει   x ( )f x  = συνx – 1. 

ii)    Οµοίως , να βρείτε το  g(0)  για τη συνάρτηση  g που είναι συνεχής στο  0x = 0        

      και  για κάθε  x∈ℝ   ισχύει  │x ( )g x – ηµx│≤  2x  

Λύση 

i) 

Η υπόθεση  x ( )f x  = συνx – 1   ⇒    ( )f x = x 1
x

συν − . 

f συνεχής στο  οx = 0   ⇒     f(0) = 
x 0
lim
→

( )f x  = 
x 0
lim
→

x 1
x

συν −  = 0 

 
ii) 
│x ( )g x – ηµx│≤  2x     ⇒     – 2x ≤  x ( )g x – ηµx ≤  2x  

                                               –2x + ηµx ≤  x ( )g x  ≤  2x + ηµx    (1) 

Για κάθε  x > 0   η  (1)  ⇒    –x + x
x

ηµ  ≤  ( )g x  ≤  x + x
x

ηµ     

Αλλά    
x 0
lim

+→
( )xx

x
ηµ− +  = – 0 + 1 = 1     και   

x 0
lim

+→
( )xx

x
ηµ+  = 0 + 1 = 1 

Από το κριτήριο παρεµβολής  θα έχουµε  
0

lim
x +→

( )g x  = 1 

Επειδή  g   συνεχής στο  οx = 0 ,  θα είναι    g(0) = 
x 0
lim

+→
( )g x  = 1 

 
 
4. 
Αν οι συναρτήσεις   f,  g  είναι ορισµένες και συνεχείς στο  [0, 1]  και πληρούν τις 
σχέσεις   f(0) < g(0)   και  f(1) > g(1) ,  να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  
ξ∈(0, 1)  τέτοιο ώστε  f(ξ) = g(ξ). 
Λύση 
Θεωρούµε τη συνάρτηση   h(x) = f(x) – ( )g x  στο  [0, 1] συνεχής σαν διαφορά 

συνεχών. 
h(0) = f(0) – g(0) < 0    και    h(1) = f(1) – g(1) > 0    ⇒     h(0)  h(1) < 0. 
Από το θεώρηµα  Bolzano,  θα υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ∈(0, 1)  τέτοιο ώστε   
                                                                                                              h(ξ) = 0   
                                                                                                             f(ξ) – g(ξ) = 0 
                                                                                                             f(ξ) = g(ξ) 
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5.i) 

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   
4x 1

x 1
+
−

 + 
6x 1

x 2
+
−

 = 0   έχει µία τουλάχιστον  

ρίζα στο (1, 2). 
Λύση 
Αρκεί η εξίσωση    ( 4x + 1)(x – 2) + ( 6x + 1)(x – 1) = 0  να  έχει µία τουλάχιστον  
                                                                                          ρίζα στο (1, 2). 
Θεωρούµε τη συνάρτηση   h(x) = ( 4x + 1)(x – 2) + ( 6x + 1)(x – 1)  συνεχής σαν    
                                                                                                πολυωνυµική  στο  (1, 2). 

h(1) = ( 41 + 1)(1 – 2) + 0 = 2⋅ (–1) = –2 
h(2) = 0 + ( 62 + 1)(2 – 1) = (64 + 1)⋅1 = 65 
Άρα   h(1) h(2) < 0 
Από το θεώρηµα  Bolzano,  η εξίσωση   h(x) = 0  θα  έχει µία τουλάχιστον  ρίζα στο 
διάστηµα  (1, 2) 
 
 
 
5.ii) 

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   
xe

x 1−
 + lnx

x 2−
 = 0   έχει µία τουλάχιστον  

ρίζα στο (1, 2). 
Λύση 
Η  εξίσωση   γίνεται   xe (x – 2) + lnx ⋅(x – 1) = 0     
 
Θεωρούµε τη συνάρτηση   h(x) = xe (x – 2) + lnx ⋅(x – 1) ,  συνεχής σαν άθροισµα  
                                                                                                συνεχών στο (1, 2). 

h(1) = 1e (1 – 2) + ln1 (1 – 1) = – e < 0 
h(2) = 2e (2 – 2) + ln2  (2 – 1) = ln2  > 0 
Άρα   h(1) h(2) < 0 
Από το θεώρηµα  Bolzano, η εξίσωση   h(x) = 0  θα  έχει µία τουλάχιστον  ρίζα στο 
διάστηµα  (1, 2) 
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6.i) 
Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  ( )f x = xe    και 

( )g x = 1
x

  έχουν ακριβώς ένα κοινό σηµείο. 

Λύση 

fD = ℝ   και  gD ∗= ℝ  

Αρκεί η εξίσωση  ( )f x  = ( )g x ,  δηλαδή η εξίσωση    xe  = 1
x

  να  έχει ακριβώς µία 

ρίζα στο  ∗
ℝ  

Επειδή, όµως ,   xe > 0,   θα είναι  και   1
x

 > 0   άρα   x > 0,  οπότε αναζητάµε τη ρίζα 

στο  (0, +∞ ) 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   h(x) = ( )f x  – ( )g x  = xe – 1
x

 στο  (0, +∞ ),  συνεχής σαν 

διαφορά συνεχών. 
 
Αποδεικνύουµε ότι η  h  είναι γνησίως αύξουσα: 

Έστω   1x < 2x   τυχαία   ⇒      1xe  < 2xe    και    
1

1
x

 > 
2

1
x

     

                                                 1xe  < 2xe    και    –
1

1
x

 < –
2

1
x

    (προσθέτουµε) 

                                                 1xe – 
1

1
x

 < 2xe – 
2

1
x

     ⇒     h( 1x ) < h( 2x ) 

Βρίσκουµε το σύνολο τιµών της  h : 

x 0
lim

+→
 h(x) = 

x 0
lim

+→
( )x 1e

x
−  = 

x 0
lim

+→

xe  – 
x 0
lim

+→

1
x

 = 0e – ∞  = –∞  

 
x +
lim
→ ∞

 h(x) = 
x +
lim
→ ∞

( )x 1e
x

−  = 
x +
lim
→ ∞

xe –
x +
lim
→ ∞

1
x

 = +∞  – 0 = +∞  

 
Άρα   h(A) = (–∞ ,  +∞ ) 
 
To 0∈h(A)  και αφού  h  γν. αύξουσα, 
η εξίσωση   h(x) = 0 ,  δηλαδή η εξίσωση  ( )f x  – ( )g x = 0  θα έχει ακριβώς 
µία ρίζα. 
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6.ii) 
Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  ( )f x = lnx    και 

( )g x = 1
x

  έχουν ακριβώς ένα κοινό σηµείο. 

Λύση 

fD = (0, +∞ ) και  gD ∗= ℝ  

Αρκεί η εξίσωση  ( )f x  = ( )g x ,  δηλαδή η εξίσωση    lnx  = 1
x

  να  έχει ακριβώς µία 

ρίζα στο  (0, +∞ )  

Θεωρούµε τη συνάρτηση   h(x) = ( )f x  – ( )g x  = lnx  – 1
x

 στο  (0, +∞ ) η οποία είναι 

συνεχής σαν διαφορά συνεχών. 
 
Αποδεικνύουµε ότι η  h  είναι γνησίως αύξουσα: 

Έστω   1x < 2x   τυχαία   ⇒      1lnx  < 2lnx    και    
1

1
x

 > 
2

1
x

     

                                                  1lnx  < 2lnx    και    –
1

1
x

 < –
2

1
x

   

                                                         1lnx  – 
1

1
x

 <  2lnx – 
2

1
x

     ⇒     h( 1x ) < h( 2x ) 

Βρίσκουµε το σύνολο τιµών της  h : 

x 0
lim

+→
 h(x) = 

x 0
lim

+→
( )1lnx

x
−  = 

x 0
lim

+→
lnx  – 

x 0
lim

+→

1
x

 = –∞  –∞  = –∞  

 
x +
lim
→ ∞

 h(x) =
x +
lim
→ ∞

( )1lnx
x

−  = 
x +
lim
→ ∞

lnx  –
x +
lim
→ ∞

1
x

 = +∞  – 0 = +∞  

 
Άρα   h(Α) = (–∞ ,  +∞ ) 

To 0∈h(A)  και αφού  h  γν. αύξουσα, 
η εξίσωση   h(x) = 0 ,  δηλαδή η εξίσωση  ( )f x  – ( )g x = 0  θα έχει ακριβώς 
µία ρίζα. 
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7. 
i)    Έστω  f µια συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα  [–1, 1] ,  για την ποία ισχύει  
                                 2x + 2f (x) = 1   για κάθε  x∈ [–1, 1]. 
      α)    Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης  ( )f x = 0 . 

      β)    Να αποδείξετε ότι η  f διατηρεί το πρόσηµό της στο διάστηµα  (–1, 1) . 
      γ)    Ποιος µπορεί να είναι ο τύπος της  f  και ποια η γραφική της παράσταση ; 
ii)    Με ανάλογο τρόπο να βρείτε τον τύπο της συνεχούς συνάρτησης  f στο σύνολο  
      ℝ ,  για την οποία ισχύει  2f (x) = 2x   για κάθε  x∈ℝ . 
Λύση 
i) 
α)   2x + 2f (x) = 1    για κάθε  x∈[–1, 1]   ⇔    

       2f (x) = 1 – 2x    για κάθε  x∈[–1, 1]           (1) 

        ( )f x = 0    ⇔   2f (x) = 0   
(1)

⇔    1 – 2x  = 0    ⇔     x = 1  ή   x = –1  οι ρίζες .  
 
β)     Η  f είναι συνεχής στο  (–1, 1)  και δε  µηδενίζεται σ’αυτό,  άρα διατηρεί το  
        πρόσηµo της . 
 
γ)     Αφού η  f διατηρεί πρόσηµο ,  λόγω της   (1)   θα είναι    

        ( )f x = 21 x−  στο  (–1, 1)   ή   ( )f x =  – 21 x−   στο (–1, 1)     (2)  

        Επειδή ο  1 είναι ρίζα της  f  ⇒       f(1) = 0 = 21 1−          και   

                                                                  f(–1) = 0 = 21 ( 1)− −   και 

                                                                  f(1) = 0 =  – 21 1−       και 

                                                                  f(–1) = 0 =  – 21 ( 1)− −  

         Η  (2)   ⇔   ( )f x = 21 x−  στο  [–1, 1]   ή   ( )f x =  – 21 x−   στο [–1, 1] 

          
         Εποµένως η  fC   είναι το ηµικύκλιο µε κέντρο την αρχή  Ο και  ακτίνα  ρ = 1,   

         που ανήκει στα  1ο – 2ο τεταρτηµόρια  ή  στα  3ο–4ο . 
 
ii) 
α)     2f (x) = 2x   για κάθε  x∈ℝ    ⇔   ( )f x = x   ή   ( )f x =  – x ,  x ∈ℝ        (3) 

         ( )f x = 0    ⇔   2f  (x) = 0   
(3)

⇔    2x  = 0    ⇔     x = 0  µοναδική ρίζα . 
 
β)     Η  f είναι συνεχής στο  (–∞ , 0)  και δε  µηδενίζεται σ’αυτό  ⇒   
        διατηρεί το πρόσηµό της στο  (–∞ , 0)   
        Οµοίως στο  (0, +∞ ) 
 
γ)     Αφού η  f διατηρεί πρόσηµο στο  (–∞ , 0) , λόγω της   (3)   θα είναι    
        ( )f x = x    ή   ( )f x = – x   στο  (–∞ , 0) . 

        Και επειδή   το  0  είναι ρίζα,  δηλαδή  f(0) = 0 ,  θα είναι   
        ( )f x = x    ή   ( )f x =  – x   στο  (–∞ , 0] 

        Οµοίως   ( )f x = x   ή    ( )f x =  – x  στο  [0, +∞ ) 

        Προκύπτουν οι συνδυασµοί  
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2
y

xO

y

xO

y

xO

-2

y

xO

        (Α)    η  f έχει πρόσηµο  (+)  στο  (–∞ , 0)    και  (+)  στο  (0, +∞ )   οπότε 
                  
 

                 ( )f x = 
x,  x  0

x,  x  0

− ≤


≥
 

 
 
        (Β)     η  f έχει πρόσηµο  (+)  στο  (–∞ , 0)    και  (–)  στο  (0, +∞ )   οπότε 
 
 

                  ( )f x = 
x,  x  0

x,  x  0

− ≤

− ≥

   ⇒   ( )f x  =  – x  στο  ℝ       

 
 
        (Γ)    η  f έχει πρόσηµο  (–)  στο  (–∞ , 0)    και  (+)  στο  (0, +∞ )    οπότε 
 
 

                 ( )f x = 
x,  x  0

x,  x  0

 ≤


≥
   ⇒   ( )f x  = x  στο  ℝ     

 
 
        (∆)    η  f έχει πρόσηµο  (–)  στο  (–∞ , 0)    και  (–)  στο  (0, +∞ )    οπότε 
 

                 ( )f x = 
x,  x  0

x,  x  0

 ≤

− ≥
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1

y

x

Γ(0, 1) B(1, 1)

O
A(1, 0)

8. 
∆ίνεται το τετράγωνο  ΟΑΒΓ  του  
διπλανού σχήµατος και µία συνεχής  
στο  [0, 1] συνάρτηση  f , της οποίας  
η γραφική παράσταση βρίσκεται  
ολόκληρη µέσα στο τετράγωνο αυτό και 
µε σύνολο τιµών το [0,  1]. 
i)    Να βρείτε τις εξισώσεις των διαγωνίων  
      του τετραγώνου και 
ii)    Να αποδείξετε , µε το θεώρηµα του   
      Bolzano , ότι η fC  τέµνει και τις  
      δύο διαγώνιες. 
Λύση 
i) 
Εξίσωση της  ΟΒ :    y = x  ,    x∈[0, 1] 
Εξίσωση της  AΓ :    y – 0=  –1(x – 1)     ⇔     y = – x + 1 ,   x∈[0, 1] 
ii) 
Είναι  0 ≤ ( )f x ≤ 1  στο  [0, 1]     (1) 
Θεωρούµε τη συνάρτηση   g(x) = ( )f x – x   στο   [0, 1],  συνεχής σαν  διαφορά 
συνεχών. 

g(0) = ( )f 0 – 0 = ( )f 0  
(1)

≥  0       και      g(1) = ( )f 1 –1 
(1)

≤  0 

άρα g(0)g(1) ≤ 0 
Οπότε  αν g(0) = 0⇔ f(0) = 0  ή  g(1) = 0 ⇔ f(1) = 1  
τότε η Cf τέµνει την διαγώνιο ΟΒ στα σηµεία  Ο η Β αντίστοιχα  
Αν g(0) g(1) < 0 τότε κατά  το θεώρηµα  Bolzano ,   
υπάρχει ένα τουλάχιστον  οx ∈(0, 1)   ώστε  g( οx ) = 0 

                                                                        ( )οf x  – οx  = 0 

                                                                        ( )οf x  = οx  

Άρα  η fC  τέµνει  τη διαγώνιο  ΟΒ  σε σηµείο  ( οx , οx ) 

Συνεπώς σε όλες τις περιπτώσεις η fC  τέµνει  τη διαγώνιο  ΟΒ 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   h(x) = ( )f x  – (– x + 1) = ( )f x + x – 1   στο   [0, 1],  

συνεχής σαν διαφορά συνεχών. 

h(0) = ( )f 0  + 0 – 1 = ( )f 0  – 1 
(1)

≤  0       και      h(1) = ( )f 1  + 1 – 1 = ( )f 1  
(1)

≥  0 

άρα h(0)h(1) ≤ 0 
Οπότε αν h(0) = 0 ⇔ f(0) = 1 ή  h(1) = 0 ⇔ f(1) = 0  
τότε η Cf τέµνει την διαγώνιο ΓΑ στα σηµεία  Γ η Α αντίστοιχα  
Αν h(0) h(1) < 0 τότε κατά  το θεώρηµα  Bolzano ,   
υπάρχει ένα τουλάχιστον  οx′ ∈(0, 1)   ώστε  h( οx′ ) = 0 

                                                                        ( )οf x′  + οx′ – 1  = 0 

                                                                        ( )οf x′  = – οx′  +1 

Άρα  η fC  τέµνει  τη διαγώνιο  ΑΓ  σε σηµείο  ( οx′ , – οx′ + 1) 

Συνεπώς σε όλες τις περιπτώσεις η fC  τέµνει  τη διαγώνιο  ΑΓ 
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y

x

Β(β , f(β))

A(α , f(α))

M(x , f(x))

M0(x0 , y0)

βα

Ο

Παρατήρηση :  
Αν η Cf  τέµνει την διαγώνιο ΟΒ στο Ο δεν µπορεί να τέµνει την ΓΑ στο Γ ενώ αν 
τέµνει την διαγώνιο ΟΒ στο Β δεν µπορεί να τέµνει την ΑΓ στο Α  
 
 
 
9. 
Στο διπλανό σχήµα η καµπύλη  C   
είναι η γραφική παράσταση µιας  
συνάρτησης  f  που είναι συνεχής  
στο  [α, β]  και το  ο ο οM (x  , y )    

είναι σηµείο του επιπέδου. 
i)   Να βρείτε τον τύπο της απόστασης    
     d(x) = ( οM M)  του σηµείου   

     ο ο οM (x  , y )   από το σηµείο Μ(x , f(x))  

     της  fC  για κάθε  x∈  [α, β]. 
ii)   Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  d  είναι συνεχής στο  [α, β]  και στη συνέχεια ότι   
      υπάρχει ένα τουλάχιστον  σηµείο της  fC  που απέχει από το  οM  λιγότερο από      

     ότι απέχουν τα υπόλοιπα σηµεία της και ένα τουλάχιστον  σηµείο της  fC  που    
     απέχει από το  οM  περισσότερο από ότι απέχουν τα υπόλοιπα σηµεία της. 

Λύση 

i) 

d(x) = ( ) ( )( )2 2

0 0x x f x y− + −  ,    x∈  [α, β]. 

ii) 
Η συνάρτηση  d  είναι συνεχής σαν ρίζα αθροίσµατος συνεχών συναρτήσεων στο  
[α, β]. 
Άρα θα έχει ελάχιστο και µέγιστο,  δηλαδή θα υπάρχουν  1x ,  2x ∈  [α, β]  τέτοια , 
ώστε   d( 1x )  ≤   d(x)  ≤  d( 2x )   για κάθε  x∈  [α, β]. 


